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7.6 Esercizi svolti

Esercizio 7.1

Determinare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni :

Soluzione
a) utilizzando la proprieta di linearita e la definizione di funzione porta si ha che
Flao(t)] = F |u(t — e — u(t +2) + u(t)]
= F [u(t - 1)6_%] — Flu(t+2) — u(t)]
= e ’F [u(t — 1)6_2@_1)} — Flpa(t+1)].
Utilizzando quindi la proprieta di traslazione si ottiene
Fla(t)] = e 7 F [u(t)e ™| = e“F [pa(t)],

da cui segue

e~ 27w 2eginw

Flx(t)| = —
[z ()] 2 +iw w o
grazie agli Esempi 7.14 e 7.15.

b) utilizzando la proprieta di traslazione si ha che
Fla(t)] = Fle'pa(t + 1)] = e“Fle®Vpy(t)] = e > Fle™pa(t)],

e quindi

grazie alla proprieta di modulazione.
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c¢) Utilizzando le proprieta di riscalamento e traslazione si ha

w

Fie(t)] = 27patt = 1) (%) = 2" (%))

w

d) Utilizzando la proprieta di traslazione e I’'Esempio 7.14 si ha

Fla(t)] = F [pT (t _ %)] — e EF [pr(t)] = QQZUJ% sin (%) |

e) Utilizzando la definizione di funzione porta e la proprieta di modulazione si ha
Fla(®)(w) = Fle"pat — 2)(w) = Flpa(t — 2)](w — 1),

da cui segue
9p—2i(w=1)
Fla®)l = ——7—sin(2(w - 1)),
grazie alla proprieta di traslazione e all’Esempio 7.14.
f) Utilizzando la proprieta di derivazione rispetto a w si ha

Aoy d 2N —di
Flao®)] = i (Fle™) =i <1+w2> - Tr o

g) Utilizzando la proprieta di derivazione di ordine 2 rispetto a w si ha

d?

Flx(t)] = 2'2@ (]:[e’Qtu(t)]D = _dci2 (2 +1zw> - (2 —|—2iw)3'

Esercizio 7.2

Determinare I'antitrasformata di Fourier delle seguenti funzioni :

sin? w
Q) X(w) = 20
1
b) X(w) = =
¢) X(w)=ev"

Soluzione
a) Grazie all’Esempio 7.35 si ha che
_ 8sin*(wT'/4)

Flar(t)] = BT
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da cui segue
sinz(w)
f‘[qﬁl(t)] =2 w2

avendo posto T' = 4. Si conclude quindi che

= lsirf(w] _wlt)

w2

grazie alla propreta di linearita.

Scomponendo in fratti semplici si ha che

1 1 ( 1 1 )
w—a? 2a\w—a wHal’
Utilizzando 1’'Esempio 7.43 si ha inoltre che
1
F [ﬂ = —i7 sign(w),

e quindi
1 A
|: :| - N : 'Lwa7

F Tt a im sign(w)e

grazie alla proprieta di traslazione. Trasformando ambo i membri della precedente

equazione e utilizzando la proprieta di simmetria si ha

—inF [ sign(w)ei‘”a} =F [f[ ! ” = 277'%7

t+a —1
e quindi N
: iwa e
f[mgn(w)e } =—
da cui segue
£ [ 1 } _ sign(t)e”“,
w—a 21
Si conclude quindi che
= R G rer| R )
w?* —a 2a w—a w+a
_ b ( sign(t)e”* sign(t)e‘”“) _ sign(?) sin(at)‘
2a 29 21

Grazie all’Esempio 7.42 si ha che

F[e—atQ] _ \/?6_0)2/(4@7
a

da cui segue , ,
Fle 4 = 2y/me™",
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avendo posto a = i. Si conclude quindi che
1 2
:,rfl —w? — —t/4
grazie alla proprieta di linearita.
d) Osservando che
d 2 t
@ 2a U2
dt (e ) -
e utilizzando la proprieta di derivazione rispetto a t si ha
t
F {—ée_tz/ﬂ = iwF {e_t2/4] = 2/miwe ™,
grazie a (7.10). Si conclude quindi che
-1 S t —t2/4
F [we } =1 ﬁe ,

grazie alla proprieta di linearita.

Esercizio 7.3

Determinare la trasformata di Fourier della funzione z(t) = pr(t) cos(at) (a € IR).

Soluzione
Grazie alle formule di Eulero, alla proprieta di modulazione e all’Esempio 7.14 si ha che

elat _;e_mtl _ 1 (f [pT(t)emt} L F [pT(t)e—iatD

Flpr(t)cos(at)] = F [pT(t) 5

- % (Flpr(t)|(w — a) + Flpr(®)](w + a))

_ sin((w —a)T/2) N sin((w + a)7T'/2)
(w—a) (w+a) '

Esercizio 7.4
sin?(at)

v (a € R).

Determinare la trasformata di Fourier della funzione z(t) =

Soluzione
Come dimostrato nell’Esempio 7.35, si ha che

_ 8sin*(wT'/4)

Flar(t)] = B TR
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Per la proprieta di simmetria, si ha

e [8 sin?(wT'/4)

T2 1 = F[Flgr(t)]] = 2mqr(—t) = 2mqr(t),

da cui segue

[T o7

Se a > 0, si pone T' = 4a e si ottiene

sin?(at)
12

f[ 1 = ampia(w), (7.11)

utilizzando come sempre la variabile w per la trasformata di Fourier. Se invece a < 0 si

ha a = —|a| e quindi

}_lsinQ(at)] :F[SiHQ(_|alt)1 *[M

t2 t2 t2

] — lalmpa(w),

grazie a (7.11) e alla parita della funzione sin*¢. Si conclude quindi che

e [sinQ(at)

)

per ogni a € IR.

Esercizio 7.5

Determinare la trasformata di Fourier della funzione z(t) = pr(t +T) + pr(t — T).
Grafico

Soluzione
Utilizzando la proprieta di traslazione e I’'Esempio 7.14, si ha che
2 TN 2 T ,
Flpr(t+T)] = " sin (%) T e Flprt—T)] = " sin (%) e T

da cui segue

Esercizio 7.6

Determinare la trasformata di Fourier della funzione x(t) = gr(t +7T) + qr(t — T).
Grafico
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Soluzione

Utilizzando la proprieta di traslazione e I’'Esempio 7.35, si ha che

8 . wl'y 4, 8 . wT\
./T[QT<t + T)] = T—wQ 51n2 <T> e T e ].“[qT(t _ T)] - San (T) e T’

da cui segue

Esercizio 7.7

1
Determinare la trasformata di Fourier della funzione z(t) = -——, (a € IR, a # 0).
a

t2_

Soluzione

Grazie alla decomposizione in fratti semplice si ha che

7=zl - = = - =) - % (P Bl e -2 [ )

R —taw __ ,law 1 )
“a ()l e s

S— sign(w) sin(aw),
a

per la proprieta di traslazione e I’'Esempio 7.43.

Esercizio 7.8

Usando la trasformata di Fourier della funzione f(x) = e~ e Iidentitd di Parseval,
calcolare
+oo 1 d
/o (22 4 a?)? a:,
per ogni a € R, a # 0.

Soluzione

Come dimostrato nell’Esempio 7.16, per ogni a > 0,

2a
F —alt]] _ .
[ w? + a?
2
Applicando 'identita di Parseval con z(t) = e~ ¢ X (w) = % si ha
w*+a
+oo 1 +oo 2 2
/ ‘e—am 2 _/ ’—a dw,
—c0 27 Jooo W2+ a?
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e quindi
+o0 2a% [+ 1
—2altl gy — —/ ——=d
/—oo ¢ s —00 (WQ +CL2)2 e

+o0 22 [t 1
/ L L [ S
0 7 Jo  (w?+a?)?

da cui segue

essendo entrambe le funzioni integrande pari. Si conclude quindi che

—2at

+oo 1 T +oo T |e +eo T
4 :—/ ~2atgy — T -
/0 (22 4 a?)? T2y € 2a% | —2a |, 4a’

Esercizio 7.9

Utilizzando 'uguaglianza di Plancherel dimostrare che

/+°° sin? z cos 1
oo 2 8t

Soluzione

Utilizzando la formula di duplicazione sin 2z = 2 sin x cos x si ottiene
+oo 5in? x cos +o /sinx\ /cosxsinx
/ — —dx = / ( ) ( )dx
—00 T —0o0 T T
oo (2
_ / (sm:z:> (sm( x>)dm
—00 i 2
1 fptoo /2 2
= - — si —sin(2z) ) dx.
L[ () ()

Si utilizza quindi I'uguaglianza di Plancherel con z(t) = po(t) e y(t) = pa(t), e quindi
2 2

X(w) = —sin(w) e Y(w) = —sin(2w), ottenendo
w w

/ N (3 sin ”) (% Sin(?“’)> dw = % /_ :o pa(t)pa(t)dt = %

—00 w

da cui segue come desiderato che

+oo gin? r cos 1
—_——dr = —.

—00 ZEZ 81

Esercizio 7.10
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Verificare che per ogni a € IR :

/+O° sin?(at)

v dt = |a|m.

Soluzione

Per I'Esercizio 7.6 si ha che per ogni a € IR

[ e | ) = )

—o0 12 12

Ponendo w = 0 nella precedente equazione si ottiene

/+0° sin?(at)

3 " dt = |a|7qsa(0) = |a|7.

Esercizio 7.11
Utilizzando le osservazioni fatte nell’Esempio 7.42 verificare che

+o0 1

-0 V2mo?

ei(xim)Q/(ZUQ)dx — 17

perognim € IR e o > 0.

Soluzione

Per I’Esempio 7.42 si ha

Fle] = \/fe—oﬂ/(zia)’
a

che, per w =0 e a = 1/2, implica

/_ et [e72] (0) = Vor. (7.12)

Utilizzando il cambio di variabile £ = = o I'equazione (7.12) si ha quindi come
o

desiderato che

12t = 1.

/—l-oo 1 67(907711)2/(202)61‘r _ L /+oo
—co /27102 V2T J—o0

Esercizio 7.12
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Utilizzando la trasformata di Fourier determinare una funzione y(¢) soluzione dell’e-
quazione integrale

v =r0)+ [yl - a)da
dove r(t) = e 30,

Soluzione

Applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione integrale si ottiene
per linearita

Fly®) = Fle )+ F | [ ylajr(t - 2)ds]

da cui segue

_ ngQ +.7-"[y(t)].7:[7“(7f)] = 5 —|—6w2 +J-"[y(tﬂ$,

Fly(®)] = Fle ]+ Fl(y  r)(1)]

per la proprieta di convoluzione e I’Esempio 7.16. Si conclude ricavando

6

Flu(®) = 5=

e quindi
y(t) = V3e VA,

7.7 Esercizi proposti

1. Determinare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni :

(1) z(t) = u(t+2) —u(t) —u(t +2)e [em <QSEW 1 fzw)

@ Dgin(3(w —1))]
(2) z(t) = epy(3t + 1); [2 (3( D)

w—1 |
[26” sin(w/2) |

(3) z(t) = u(t + 2)e t0+9; -

[QG_WT/Q sin(wT'/2) |

(4) z(t) = pr (t + %) : 5

(5) z(t) = e [u(t + 1) —u(t — 2)];

2~ 2@ D gin(2(w — 1)) ]
w—1

(6) x(t) = 172

4 — 3w?
(44 w?)?]
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(7) z(t) = te tu(t).

(8) x(t) = e™u(—t), (a € IR,a > 0).

9) (1) (a € R).

:t+a

==

=

iaw]

[—im sign(w)e

2. Determinare I'antitrasformata di Fourier delle seguenti funzioni :

~J

() X@) = e
(4) X(w) = ——:

. Determinare la trasformata di Fourier di =~ x(t) =

.
(t—a)(t—b)

abe R, a+#b).

[ )]

1
. Determinare la trasformata di Fourier di z(t) = ————.
242t +4
: . o l
. Determinare la trasformata di Fourier di z(t) = PR

. Dimostrare che

/+°° 1 J T
—_—dr = ——
0o a’+a? 2|al

per ogni a € IR.

o= VBlwl+iw
V3

[—im sign(w) cos w]
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8. Utilizzando 'uguaglianza di Parseval dimostrare che
+00 1 2

/ (sm:c) dr — Z.

0 z 2

9. Utilizzando I'uguaglianza di Plancherel dimostrare che

/+OO _smz v = - (1 = e‘“)

—o x(a? + 2?) a?

per ogni a € IR,a > 0.

10. Dimostrare che per ogni a € IR,a > 0, si ha

[ sinfaz)

—o0 T

der = .



