Matematica Applicata Tutoraggio 3

Serie di Laurent

Esercizio 1

Sviluppare f(z) = 22—1_1 in serie di Laurent nella corona circolare 0 < |z —1| < 2.

Soluzione con il calcolo dei coefficienti. Scomponendo f(z) in frazioni

semplici, si ha
1 1 1
f(Z)_§ <z—1 _z+1>

il primo termine rappresenta gia una serie (di un solo termine) centrata in
z =1, per quel che riguarda il secondo termine, in |z — 1| < 2 & analitico, per
cui vale il semplice sviluppo in serie di Taylor

+oo p(n)
i) =g = ey

dove la derivata n-esima in z = 1 wvale:

(n) (=1)™n! (=1)™n!
W)= | T e
(z+1) I 2
Per cui N
1 = (=" n
z+1 :Z:o n+l (z=1)
¢ +
1 11 X (-1)n
— _ 1 n
21 2271—’_712:0 gz (2 1)

Soluzione con la riconduzione a serie note. Scomponendo f(z) in frazioni
semplici, si ha

Ry Ry
1(z) = z—1 +z+1
dowve i residui valgono
1 1
Ry =1 ==
S RO

. 1 1
Rz:zlinfllz—l__§

st ha da subito la componente caratteristica

1/2
z—1
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Ualtra componente la si riconduce ad una serie di Taylor (punto iniziale z =1)
considerando che |z — 1| < 2

2 -2 -2

241 z—142  2(1+ %1

per |z — 1| < 2 ¢ la serie geometrica

1 = n(Z—l)"
_ZZ(_D T

n=0

quindi nella corona circolare 0 < |z — 1|2 < si ha

1 1/2 7i(71)n(z—1)”

22—-1 z-1 on+2

Esercizio 2

Sviluppare f(z) = ' in serie di Laurent nel dominio |z — 1| > 2.

Soluzione con il calcolo dei coefficienti. In questo caso se il primo ter-
mine continua ad essere una serie centrata in z = 1, il secondo termine non
e piu analitico nel dominio semplicemente connesso ottenuto “chiudendo” la
corona sferica |z — 1| > 2, per cui si ricorre alla formula per le serie di Laurent:

S " L f(2)

essendo v un punto interno al dominio in cui si caleola la serie (|z — 1] > 2).
Essendo in questo caso fz) =1/(z+1), si ha

1 1
= —— dz = (R(-1) + R(+1
c mﬁ(zﬂ)(z_l)nﬂ 2= (R(=1) + R(+1))
I residui si calcolano per la funzione W Il residuo in z = —1
corrisponde ad un polo semplice, e vale:
1 (71)n+1
1) - S N
R(-1) (z— 1)+t | __ gn+1

1l residuo in z = 1 corrisponde ad un polo di ordine n + 1, per cui é nullo se
n+1<0 ovvero n < —1. Diversamente, per n > 0, si ha, con la formula per i
residui in poli di ordine k:

1. d» 1 1 (=)

R(1) == ==
(1) nliden 211 nl (z+ 1)ntt

z=
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Quindi in definitiva si ha:

—1 n+1 +00  \n+1 _1\n
Ly Oy S EDT D gy

z+1 e~ 2ntl = 2n+1
-1
(_1)n+1 n
> on+1 (z—1)

dato che (—1)"*! + (=1)" = 0. Il risultato é:

—1
1 1 n+1
_ —1)"
o 22_1+ EZ 1)

Soluzione con la riconduzione a serie note. Ora si cerca la serie, di

o B 1/2
punto iniziale z = 1, che per |z — 1| > 2 converga alla componente — o
/2 -1/2 —1/2
241 z—142 (-1)(1+%)
per |z — 1| > 2 ¢ la serie geometrica
- 2n
_ (_ )TL
2(z—1) 7; (z—=1)n
quindi per |z — 1| > 2 si ha
1 12 & . 2nt
2_1  L_ _Z(_l) — {)nt1
-1 z-1 (z—1)
Esercizio 3
Studiare i diversi sviluppi di Laurent per la funzione f(z) = W di punto

iniziale z = 0.

Soluzione con il calcolo dei coefficienti. Separando il due fratti semplici
la funzione, si ha:

z+1 2 1 1 1

Groe_n - @t hE=3

1) = 3z—1+§z+2

Si distinguono i tre domini centrati in z =0 |z| < 1, in cui entrambe le funzioni
sono analitiche, 1 < |z| < 2, in cui solo fo & analitica nel dominio semplicemente
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connesso ottenuto chiudendo il buco della corona circolare considerata (ovvero
|z| < 2), e|z| > 2 in cui nessuna delle due funzioni é analitica in tale dominio
(in questo caso tutto il piano complesso). Nel primo caso sviluppo entrambe le
funzioni in serie di Taylor con la classica formula, calcolando le derivate di f,
e fo e valutandole in z = 0, ottenendo

“+oo +oo
—2 n 1 (_1)71 n
f(Z):Z?Z T2 3 g1 2
n=0 n=0

Nel secondo caso (1 < |z| < 2), il secondo termine, fa, continua a poter essere
sviluppato in serie di Taylor in quanto é analitico in |z| < 2, mentre f1(z) andra
sviluppata calcolando i coefficienti della serie di Laurent, ovvero valutando gli
integrali:

1 1
n=—¢ ———dz=(R(1) + R(0
¢ 27rl,%7(2—1)z”+1 2= (R(1) + R(0))
1l residuo in z =1 corrisponde ad un polo semplice ed é
1
R(l) = Zn+1 o1 =1

mentre il secondo residuo corrisponde ad un polo di ordine n, per cui sard pari
a0sen <0, einvece sen >0 ¢é

RO) = L1 1 1 (=1)"n!

= — _ = — = -1
nl=0denz— 1 nl (z —1)ntl

z=0

per cui se n > 0 4 due residui si annullano tra loro, se n < 0 rimane solo R(1).
Dungque in questo caso

—1 +oo

2 1=

f@= > 32 +Z§(2n+)12
n=0

n=—oo

Infine, nel terzo caso (|z| > 2)m, nessuna delle due funzioni f1 ed fo é analitica
in |z| < 2, cosi entrambe le funzioni andranno sviluppate con le formule per i
coefficienti di Laurent. La prima é gia stata sviluppata precedentemente e nulla
cambia. Per la seconda

1 1
Cn = = ﬁ G dz = (R(—2) + R(0))

2mi 24 2)zntl 77
1l residuo in z = —2 corrisponde ad un polo semplice:
1 (_1)n+1
R(-2)= = T

Invece il residuo in z = 0 corrisponde ad un polo di ordine n + 1, e sara nullo
per n < 0, mentre per n > 0 si otterra:
1 dv 1 1 —1)"n!
R(0) = — lim ~— _ L =t
nlz=0dz" z+2 nl (z+2)nt+!

z=0
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Pern >0 i due residui si annullano tra di loro, mentre per n < 0 si ha solo il
residuo R(—2). Per cui si otterra, in definitiva

—1 —1 n+1

2 1(
fe)= 3 3¢ Z 3 L

n=-—o00 -

Soluzione con la riconduzione a serie note. Il punto z = 0 é regolare,
quindi esiste un intorno di zop = 0 in cui la funzione é sviluppabile in serie di
Taylor.

Scomponendo f(z) in frazioni semplici, si ha

Ry Ry
1(z) = z+2 z-1
dove i residui valgono
. z+1 1
Rl B zl—l>n—12 z — 1 B g
z+1 2
Ry = lim -
2T T 273
Le singolarita sono z = —2 e z = 1 per cui le regioni di olomorfismo saranno:
|z| <1

i cui per la prima componente si ha

/3 1/3 1
z+2_2(1+§)_62( on 72 2n+1

n=0

e per la seconda

2/3 _ 2/3 :"Z

z—1

1<z <2

i cui per la prima componente si ha ancora
1/3 1/3 1 — ol
/3 _ Y :72(_1)ni_,z(_1)n27
z+2 2(1+3) 6 — 2n 3 2n+1
mentre ora per la seconda si ha

2/3 . 2/3 . 2
2_1_2(1_%)_327;271_ Zzn—‘rl
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|z] > 2

i cui ora per la prima componente si ha

1/3 1/3 1 & 21 & 2"
z+2  2(1+2) 3z nz:%( ) zv 3 nz:;)( ) zntl

mentre per la seconda si ha ancora

2/3 2/3 p | 2§°: 1

z—lzz(l—%)_gnzoz" gn:oan
Residui
Esercizio 4
Calcolare i residui di
22 +3z—1
1. = —
1) = 5
z=—1 e z=1 sono poli semplici.
224+3z—i 4—i
R(1)=1 =
224+3z—i —2—i 241
1= 1 - _
R(=1) z——1 z—1 —2 2
ez
2. =
e CE VP
z =2 ¢ un polo semplice mentre z = —1 ¢ un polo di ordine 2.
e? e?
R(2) = lim ———— = —
(2) =l =5 = 3
d e* e“(z—2)—e* —4e? 4
R —1 - 1. - = 1. — _
(=1) a2 0 (z —2)2 9 9e
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Soluzione di integrali tramite residui
Esercizio 5

Calcolare fl —Ldz

e—1
z|=4 z2+z
Le singolarita z =0 e z = —1 stanno dentro la circonferenza |z| = 4.

R(0)=0
poiché la singolarita é eliminabile

-1
lim =1
mentre L
. e —1 e —1
R(-1) = Zlinjl e 1-1/e

Per il teorema dei residui:

e* —1

/| ———dz =2mi(1 —1/e)

2
z|=4 % +z

Esercizio 6

2
e1/z

Calcolare [ ;g Soypde

Le singolarita z = 0 e z = i stanno dentro la circonferenza |z — i| = 3/2
mentre z = —i sta fuori.
1/22 -1
e e 1
R(i) = lim =—=—
( ) z2—i 241 29 2ei

Il calcolo di R(0) ¢é pit complesso perché z = 0 é una singolaritd essenziale,
quindi occorrerebbe considerare lo sviluppo di Laurent. Osservando peré che la
funzione é pari, mancano i terming dispari, quindi anche c_; =0 = R(0).

Per il teorema dei residui:

1/22 1
/ S ——de = 2mi(s—) = =
|z—i|=3/2 2° +1 2ei e
Esercizio 7
Calcolare [ _,1/1+ 24dz
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Le singolarita z = /—1 = T con k = 0,1, 2,3 stanno tutte dentro la

circonferenza |z| = 2.

Calcolando i residui si trova che la loro somma € nulla, ma cio si poteva capire
osservando (geometricamente) che i contributi delle singolarita si elidono a vi-
cenda.

Per il teorema dei residus:

3
/ 1/1 4 2*dz = 2mi Y R(e' T2/ = 0
|z=2 k=0

Esercizio 8

Calcolare fo% 1/(3 + cosz + 2sinz)dx

... cambio variabile z = €' i poli sono —5i/(2+1i) e —i/(2+1) la soluzione
é2miR(—i/(2+1)=m



